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Abstract. — Let F be a non-Archimedean locally compact field with residual characteristic p, let 
G be an inner form of GL n (F), n ^ 1 and let R be an algebraically closed field of characteristic diffe¬ 
rent from p. When R has characteristic i > 0, the image of an irreducible smooth R-representation 
7r of G by the Aubert involution need not be irreducible. We prove that this image (in the Grothen- 
dieck group of G) contains a unique irreducible term 7r* with the same cuspidal support as n. This 
defines an involution n i—> n* on the set of isomorphism classes of irreducible R-representations of G, 
that coincides with the Zelevinski involution when R is the field of complex numbers. The method 
we use also works for F a finite field of characteristic p, in which case we get a similar result. 
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Introduction 

1. Soit F un corps localement compact non archimedien, de caracterist.ique residuelle p. Zelevin¬ 
ski [37] a defini une involution sur le groupe de Grothendieck des representations complexes de 
longueur finie de GL n (F), pour n > 1, et a conjecture que cette involution preserve l’irreductibi¬ 
lite. Moeglin et Waldspurger [25] ont prouve cette conjecture pour les representations irreducti- 
bles de GL n (F) possedant un vecteur non nul invariant par un sous-groupe d’lwahori. Precise- 
ment, ils ont montre que, si l’on applique le foncteur des invariants par un sous-groupe d’lwahori, 
l’involution de Zelevinski se transforme, pour les modules sur l’algebre de Hecke-Iwahori, en la 
torsion par une involution de cette algebre. 

2. En s’inspirant de la dualite d’Alvis-Curtis [2, 3, 13], S.-I. Kato [19] a defini une involution 
sur le groupe de Grothendieck des representations complexes de longueur finie (et engendrees par 
leurs vecteurs invariants sous un sous-groupe d’lwahori) d’un groupe reductif p-adique deploye. 
Comrne dans [25], il utilise les proprietes du foncteur des invariants par un sous-groupe d’lwahori 
[9] pour prouver que cette involution preserve l’irreductibilite a un signe pres. 

3. Aubert [5] a montre que la definition de Kato permet d’obtenir une involution sur le groupe de 
Grothendieck des representations complexes de longueur finie de n’importe quel groupe reductif 
p-adique, et a prouve que cette involution preserve l’irreductibilite a un signe pres. Dans le cas 
du groupe GL n (F), elle coincide avec l’involution de Zelevinski a un signe pres, ce qui prouve la 
conjecture d’irreductibilite de Zelevinski pour toutes les representations irreductibles complexes 
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de GL n (F). Procter [27] avait deja prouve cette conjecture peu de temps auparavant au rnoyen 
de la theorie des types de Bushnell-Kutzko [12], ce qu’on peut voir comme une generalisation 
de l’approche de Moeglin et Waldspurger a n’importe quel bloc de Bernstein de GL n (F). 

4. Au moyen de la theorie des systemes de coefficients sur l’immeuble de Bruhat-Tits, Schneider 
et Stuhler [28] ont defini eux aussi une dualite pour les representations complexes de longueur fi- 
nie d’un groupe reductif p-adique. Ils prouvent qu’elle preserve Pirreductibilite et qu’elle coincide 
a un signe pres, au niveau des groupes de Grothendieck, avec l’involution d’Aubert. On trouve 
une autre approche dans Bezrukavnikov [8], esquissee dans Bernstein [7, IV.5.1], 

5. Vigneras [36] etend la question aux representations des groupes reductifs p-adiques a coeffi¬ 
cients dans un corps de caracteristique I differente de p. Dans ce contexte, la definition d’Aubert 
a toujours un sens et, pourvu que le groupe ait des sous-groupes discrets cocompacts (auquel 
cas la conjecture d’irreductibilite generique est prouvee [16]), elle definit toujours une involution 
[21]. En revanche, quand I est un nombre premier non banal, il est facile de voir que cette invo¬ 
lution ne preserve pas Pirreductibilite, meme a un signe pres. Quant a la definition de Zelevinski 
pour GL n (F), elle a toujours un sens elle aussi [21] mais ne definit pas un automorphisme invo- 
lutif ni ne preserve Pirreductibilite dans le cas non banal (remarque 4.6). Dans le cas banal par 
contre, voir [21] ou Pon traite le cas de GL n (F) et de ses formes interieures. 

6. Reprenant Papproche de Schneider-Stuhler dans le contexte modulaire, Vigneras [36] prouve 
- au moins lorsque le groupe a des sous-groupes discrets cocompacts - que l’involution d’Aubert 
et celle de Schneider-Stuhler coincident a un signe pres au niveau des groupes de Grothendieck et 
que, si tt est une representation irreductible d’un groupe reductif p-adique, son image par cette 
involution possede un seui terme irreductible de meme support cuspidal que n. En outre, elle 
montre que ce terme irreductible est caracterise comme etant l’unique quotient irreductible d’un 
certain espace de cohomologie associe a n (voir [36, Theorem 4.6]). 

7. Dans cet article, nous donnons une autre preuve du resultat de Vigneras pour GL n (F), n 5= 1 
et ses formes interieures, suivant une approche fondee sur la theorie des types de Bushnell-Kutzko 
dans l’esprit de [27]. Ce travail se situe dans la continuity de nos travaux sur les representations 
modulaires des formes interieures de GL n (F) dans lesquels la theorie des types [23] jour Pun des 
roles principaux. II forme avec [21, 22, 23] un ensemble homogene decrivant de fagon coherente 
la theorie des representations modulo I ¥= p des formes interieures de GL n (F). Dans le cas des 
representations complexes, les liens unissant la theorie des systemes de coefficients et la theorie 
des types ont ete explores dans [ 10 , 11 ]. Nous decrivons notre strategic ci-dessous. 

8. Soit G une forme interieure de GL n (F), e’est-a-dire un groupe de la forme GL m (D) ou m est 
un diviseur de n et D une F-algebre a division centrale de degre reduit d tels que md = n, soit 
R un corps algebriquement clos de caracteristique differente de p et soit D l’involution d’Aubert 
(voir le paragraphe 2.1) sur le groupe de Grothendieck des representations de longueur hnie de 
G a coefficients dans R. Notre resultat principal est le suivant (theoreme 2.5). 

Theoreme . — Soit n une R -representation irreductible de G, et soit r(ir) le nombre de termes 
de son support cuspidal. II y a une unique representation irreductible n* de G, de meme support 
cuspidal que tt, telle que la quantite : 

D(tt) - (-1 ) r W ■ TT* 

dans le groupe de Grothendieck de G ne contienne pas de terme irreductible de meme support 
cuspidal que tt. 
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9. La premiere etape de notre demonstration consiste a se ramener - par des raisonnements sur 
les supports cuspidal et supercuspidal - au cas d’une representation irreductible dont le support 
cuspidal est de la forme o\ + ■ ■ ■ + a r , ou 01 ,..., oy sont des representations irreductibles super- 
cuspidales inertiellement equivalentes a une merne representation irreductible supercuspidale a 
de GLfc(D) avec kr = m. Dans cette situation, la theorie des types de Bushnell-Kutzko fournit 
un foncteur F de la categorie des R-representations de G vers celle des modules a droite sur une 
algebre de Hecke !K(a, r). Contrairement a ce qui se passe en caracteristique nulle (voir [12, 29]) 
ce foncteur n’est en general pas exact quand R est de caracteristique t > 0. II est representable 
par une representation de type fini Q de G qui n’est en general pas projective dans la categorie 
des R-representations de G, mais qui est quasi-projective, ce qui entraine les proprietes suivantes 
(voir [23] et le paragraphe 1.4) : 

(1) F induit une bijection entre les classes de representations irreductibles de G dont le support 
cuspidal est de la forme : 

(0.1) o\ + • • • + ay, ar,... , ay supercuspidales et inertiellement equivalentes a a 
et les IK(<t, r)-modules a droite simples ; 

(2) F est exact sur la sous-categorie pleine £{cr,r) dont les objets sont les sous-quotients de 
sommes directes arbitraires de copies de Q. 

10. Soit D? CT)J . le groupe de Grothendieck des representations de longueur finie de £{a,r), c’est- 
a-dire le groupe abelien libre engendre par les classes de representations irreductibles de G dont 
le support supercuspidal est de la forme (0.1). Le foncteur F induit un morphisme de vers 
le groupe abelien libre M CTir engendre par les !K(c r, r)-modules a droite simples. Notant la 
somme directe des 3la, r , r ^ 0 et definissant Mo- de fagon analogue, on obtient un morphisme de 
groupes de vers Mo-, que l’on note encore F. Son noyau, note 3a, est engendre par les classes 
de representations irreductibles dans dont le support supercuspidal est different du support 
cuspidal. Ainsi, le theoreme principal du paragraphe 7 ci-dessus peut etre reformule comme suit 
(voir le paragraphe 2.3). 

Theoreme . — Soit n une R- representation irreductible dont le support supercuspidal est de la 
forme (0.1). Alors (—l) r ■ F(D(7r)) est un module simple dans Mo-. 

La representation irreductible 7r* correspondant bijectivement par F ace module simple est 
l’unique representation irreductible de merne support cuspidal que ir telle que D(-/r) — (—l) r • vr* 
ne contienne pas de terme irreductible de merne support cuspidal que it. 

11. Passant maintenant au quotient, F induit un isomorphisme de groupes f de A ai le quotient 
de par 3a, vers Mo-. L’involution D, laissant stable et 3a d’apres le corollaire 2.8, induit 
une involution d sur A a . Pour prouver le theoreme du paragraphe 10, il s’agit de calculer l’iso- 
morphisme fod et pour cela de determiner le comportement du foncteur F vis-a-vis de l’induction 
et de la restriction paraboliques : c’est ce que nous faisons dans la section 3 (voir le corollaire 
3.4 et la remarque 3.5). Nous y montrons aussi que, pour sous-groupe parabolique P de G et 
tout facteur de Levi M de P, le foncteur im,p ° ^m,p compose de l’induction et de la restriction 
paraboliques de M a G le long de P laisse stable la sous-categorie &{cr, r) sur laquelle le foncteur 
F est exact. L’involution D etant definie comme une somme alternee de tels foncteurs (dans le 
groupe de Grothendieck), ceci nous permet d’obtenir une formule pour f o d du cote de M^, ne 
dependant que d’un invariant q a e R associe a la representation supercuspidale o (voir (1.3) et le 
paragraphe 3.4). Grace au principe du changement de groupe, cette formule permet de reduire 
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le probleme au cas oil cr est le caractere trivial de GLi(F / ) pour une extension finie convenable 
F' de F, ce que nous faisons au paragraphe 4.1. 

12. II ne reste maintenant plus qu’a prouver le theoreme du paragraphe 10 dans le cas ou a est 
le caractere trivial de GLi(F) pour un corps localement compact non archimedien F quelconque, 
note simplement 1. L’induction parabolique definit une multiplication sur A a , ce qui en fait une 
Z-algebre commutative (§1.1). On a une structure analogue de Z-algebre commutative sur M CT , 
et les resultats de la section 3 montrent que f est alors un isomorphisme d’algebres. D’autre part 
l’algebre de Hecke TC(cr,r) est une algebre de Hecke affine de type A naturellement rnunie d’un 
automorphisme involutif d’algebre t (voir le paragraphe 1.3). La torsion des modules par cette 
involution definit une involution sur M CT , encore notee t. Leclerc, Thibon et Vasserot [20] ont 
etabli un algorithme permettant de calculer l’image par t d’un module simple en determinant 
le multisegment aperiodique lui correspondant. Nous prouvons le resultat suivant, qui implique 
et precise le theoreme du paragraphe 10. 

Theoreme . — Soit ir une R-representation irreductible dont le support supercuspidal est de la 
forme (0.1). Alors (—l) r ■ F(D(7r)) est egal au module simple t(F(7t)). 

13. Pour tout TC(cr, r)-module simple m, posons t(m) = (— l) r ■ r(m). Prolongeant par linearite, 
on obtient un automorphisme involutif d’algebre sur Mo-. Pour prouver que les isomorphismes 
d’algebres f od et tof sont egaux, il suffit de prouver qu’ils coincident sur un systeme generateur 
de A a . Un systeme generateur bien adapte au probleme est fourni par la base standard (voir le 
theoreme 4.5 ou [22, Lemme 9.41]). Grace a la propriete de multiplicativite de la base standard, 

11 suffit de comparer f o d et t o f sur les representations Z(u, r) associees a des segments (voir le 
paragraphe 4.2). 

14. Le calcul de f o d(Z(cr, r)) se fait d’abord quand cr est le caractere trivial de F x - auquel cas 
Z(l,r) n’est autre que le caractere trivial de GL r (F) - grace a un argument de relevement a la 
caracteristique nulle (voir les paragraphes 4.3 et 4.4). Ceci implique le theoreme du paragraphe 

12 pour cr trivial, lui-meme impliquant (grace a la methode de changement de groupe) ce meme 
theoreme pour cr quelconque. Ceci enfin implique en retour le theoreme du paragraphe 12 pour 
a quelconque (voir le paragraphe 4.5). 

15. Terminons cette introduction par trois remarques. D’abord, notre methode fonctionne aussi 
bien pour un corps F localement compact non archimedien de caracteristique residuelle p que 
pour un corps fini de caracteristique p. De fait, Particle est redige de fagon uniforme en F, qu’il 
soit fini ou p-adique. Le seul passage ou le cas fini necessite d’etre traite avant le cas p-adique est 
le debut de la section 3 oil nous etudions le comportement du foncteur F vis-a-vis de l’induction 
et de la restriction paraboliques. Dans le cas oil F est fini, nos resultats generalised un resultat 
de Ackermann et Schroll [1] qui traitent le cas unipotent, c’est-a-dire le cas oil o est trivial. 

16. La seconde remarque concerne la section 3 dont l’interet, du point de vue de la theorie des 
types, depasse le cadre de cet article. Le calcul des coinvariants de Q relativement au radical 
unipotent d’un sous-groupe parabolique effectue au paragraphe 3.2 eclaire certaines questions 
soulevees ou partiellement resolues dans la section 4 de [23], Notamment, le corollaire 3.4 etend 
le domaine de validite de [23, Corollaire 4.31] et le corollaire 3.6 (qu’on pourrait raffiner en de- 
finissant une structure de bigebre au moyen de la restriction parabolique) montre qu’un certain 
nombre de resultats impliquant induction et restriction paraboliques peuvent etre transportes - 
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via la methode de changement de groupe - d’un o a un autre de meme invariant q a . Ceci sera 
utile dans des travaux ulterieurs. 

17. Notre troisieme et derniere remarque porte sur le calcul des multiplicites des representations 
irreductibles dans les representations standards (4.1). Si n est une R-representation irreductible 
dont le support cuspidal est de la forme (0.1), nous montrons que sa multiplicite dans une re¬ 
presentation standard ne depend de a que par le biais de q a . II s’ensuit grace a [15, 4] que cette 
multiplicite ne depend de a que par le biais de l’entier e(cr) defini par (1.4). Le fait etait bien 
connu - au moins dans le cas complexe - mais n’etait a notre connaissance ecrit nulle part dans 
la litterature. Nous avons profite de l’appareil technique mis en place dans cet article pour le 
faire. Nous remercions P. Boyer, E. Lapid, B. Leclerc et M. Tadic de nous y avoir incite. 


Notations et conventions 

1. On note N l’ensemble des entiers naturels et Z l’anneau des entiers relatifs. 

2. Une composition d’un entier n ^ 1 est une famille finie d’entiers > 0 de somme n. 

3. Pour un ensemble X, on note Z(X) le groupe abelien libre de base X constitue des applications 
de X dans Z a support fini et N(X) le sous-ensemble de Z(X) constitue des applications a valeurs 
dans N. Si /, g e Z(X), on note f ^ g si g — / e N(X), ce qui definit une relation d’ordre partiel 
sur Z(X). 

4. Dans tout cet article, p est un nombre premier et R un corps algebriquement clos de caracte- 
ristique differente de p. 

5. Une R-representation lisse d’un groupe localement profini G est un morphisme de groupes de 
G dans GL(V), ou V est un espace vectoriel sur R, tel que tout vecteur de V ait un stabilisateur 
ouvert dans G. Dans cet article, toutes les representations sont des R-representations lisses. Un 
R -caractere de G est un morphisme de G vers R x de noyau ouvert. Si aucune confusion n’est a 
craindre, on ecrira caractere et representation plutot que R-caractere et R-representation. 

6. Si 7r est une representation et si x est un caractere de G, on note irx la representation tordue 
definie par g ^ X^M#)- 

7. On note Irr(G, R) l’ensemble des classes d’isomorphisme des representations irreductibles de 
G et 1R(G, R) le groupe de Grothendieck de ses representations de longueur finie, qui s’identifie 
au groupe abelien libre Z(Irr(G,R)). Le plus souvent, on omettra R dans les notations. 

8. Si 7T est une representation de longueur finie de G, on designe par [zr] son image dans !R(G). En 
particulier, si 7r est irreductible, [7r] designe sa classe d’isomorphisme. Lorsqu’aucune confusion 
ne sera possible, il nous arrivera d’identifier une representation avec sa classe d’isomorphisme. 

9. Dans cet article, F designe : 

- ou bien un corps fini de caracteristique p, de cardinal note q = p r , r ^ 1, (et on dira qu’on 
est dans le cas fini)-, 

- ou bien un corps localement compact non archimedien de corps residuel de cardinal q = p r , 
r ^ 1 (et on dira qu’on est dans le cas p-adique ). 
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10. On fixe une F-algebre a division centrale de dimension finie D, de degre reduit note d. Dans 
le cas fini, on a d = 1 et D est egale a F. Pour tout entier m ^ 1, on note ^# m (D) la F-algebre 
des matrices carrees de taille m a coefficients dans D, et on note G m le groupe GL m (D) de ses 
elements inversibles. II est commode de convenir que Go est le groupe trivial. La topologie sur 
F induit sur G m une topologie en faisant un groupe localement profini. (Dans le cas fini, c’est 
la topologie discrete.) 

11. On note | |p la valeur absolue normalisee sur F. Dans le cas p-adique, c’est la valeur absolue 
donnant a une uniformisante de F la valeur q~ 1 . Dans le cas fini, c’est la valeur absolue triviale. 
Comme l’image de q dans R est inversible, elle definit un R-caractere de F x note | |f,r- Si l’on 
note N m la norme reduite de ^ m (D) sur F, l’application g i—> |N m (g)|F,R est un R-caractere de 
G m , qu’on notera simplement v. Dans le cas fini, v est done le caractere trivial de G m . 

12. On note Irr la reunion des Irr(G m ) et CR. la sonmie directe des lR(G m ), pour m ^ 0. Celle-ci 
s’identifie au groupe abelien Z(Irr). Pour une representation de longueur finie 7r de G m , on pose 
deg(7r) = m, qu’on appelle le degre de ir. L’application deg fait de 1R un Z-module gradue. 


1. Preliminaires 

Pour plus de details sur les resultats de cette section nous renvoyons le lecteur a [22] dans le 
cas p-adique et a [24] dans le cas fini. 

1.1. Induction et restriction paraboliques 

Si a = (mi,..., m r ) est une composition de m, il lui correspond le sous-groupe de Levi stan¬ 
dard M a de G m constitue des matrices diagonales par blocs de tailles mi,..., m r respectivement, 
que l’on identifie naturellement au produit G mi x ■ ■ ■ x G mr . On note P Q le sous-groupe para- 
bolique de G m de facteur de Levi M Q forme des matrices triangulaires superieures par blocs de 
tailles mi,... ,m r respectivement, et on note U Q son radical unipotent. 

On fixe une racine carree de q dans R. On note i a le foncteur d’induction parabolique (norma¬ 
lise, dans le cas p-adique, relativement au choix de cette racine) de M Q a G m le long de P a , et on 
note r a son adjoint a gauche, e’est-a-dire le foncteur de restriction parabolique lui correspondant. 
Ces foncteurs sont exacts, et preservent l’admissibilite et le fait d’etre de longueur finie. 

Si, pour chaque i e {1,..., r}, on a une representation 7Tj de G mi , on note : 

(1.1) 7Ti X • • • X 7iy = i a (lTl 0 ■ ■ ■ 0 7T r ). 

Si les 7 Ti sont de longueur finie, la representation semi-simplifiee [tti x ■ ■ • x 7r r ] ne depend que 
de [7Ti],..., [7r r ]. L’application : 

([TTl], • • • , [7I>]) !-*• [7Tl X • • • X 7T r ] 

induit par linearite une application lineaire de fR(G mi ) x • • • x lR(G m , r ) dans lR(G m ), faisant de 
IR une Z-algebre commutative (voir [22, Proposition 2.6] dans le cas p-adique) graduee. 

1.2. Representations cuspidales et supercuspidales 

Une representation irreductible de G m , m ^ 1, est dite cuspidale si elle n’apparait comme sous- 
representation d’aucune induite de la forme (1.1) avec r ^ 2, et elle est dite supercuspidale si elle 
n’apparait comme sous-quotient d’aucune induite de la forme (1.1) avec 7Ti,... ,7iy irreductibles 
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et r ^ 2. (II n’est pas necessaire de supposer que tt \,..., ir r sont irreductibles dans la definition 
precedente ; voir [31, Proposition 11.1].) 

On note C le sous-ensemble de Irr forme des classes de representations irreductibles cuspidales, 
et 8 le sous-ensemble de C forme des classes de representations supercuspidales. 

Pour le resultat suivant, on renvoie a [22] theoremes 2.1 et 8.16 dans le cas p-adique, et a [24] 
theoremes 2.2 et 2.5 dans le cas fini. 


Proposition 1.1. - Soit une representation irreductible n e Irr. 

(1) II existe une unique somme cusp(7r) = <ti + • • • + a r e N(S), appelee support cuspidal de 
it, telle que it soit isomorphe a un quotient de o\ x • • • x a r . 

(2) II existe une unique somme scusp(7r) = uj\ + - ■ -+w n e N(S), appelee support supercuspidal 
de it, telle que n soit isomorphe a un sous-quotient de ui\ x • ■ • x u n . 


Soit a une representation irreductible cuspidale, de degre m ^ 1. Dans le cas p-adique, il lui 
correspond (via la theorie des types) deux entiers f(a),s(a) ^ 1 (voir [23, 3.4]). On pose : 


( 1 . 2 ) 

(1.3) 


Qa 


dans le cas p-adique, 
le caractere trivial dans le cas fini, 

qf^ dans le cas p-adique, 
q deg ( CT ) dans le cas fini. 


Pour harmoniser les notations, on pose /(<r) = deg(cr) dans le cas fini, de sorte qu’on a q a = q 
dans tous les cas. Enfin on pose : 

, . . . _ ( 0 si R est de caracteristique nulle, 

^ [ le plus petit k ^ 2 tel que 1 + q a + ■ ■ • + q^~ l = 0 dans R sinon. 

Pour tout entier n ^ 2, l’induite : 

77 — 1 

a x ov a x ■ ■ ■ x ar a 


contient un sous-quotient irreductible cuspidal si et seulement si R est de caracteristique l > 0 
et s’il existe r ^ 0 tel que n = e(a)£ r (voir [22, Proposition 6.4] et [24, Paragraphe 1.4]). Dans 
ce cas, le sous-quotient cuspidal est unique, et il apparait avec multiplicite 1 dans l’induite. On 
le note : 

st r (cr). 

Le theoreme ci-dessous donne une classification des representations irreductibles cuspidales en 
fonction des supercuspidales (voir [22, Theoreme 6.14] et [24, Theoreme 1.4]). 


Theoreme 1.2. — (1) L’application : 

(a, r) i—> st r (<r) 

est une surjection de S x Z^o sur C \ 8. 

(2) Pour que deux couples (<r, r), (. a',r r ) e 8 x Zj-o aient la meme image par cette application, 
il faut et il suffit que r' = r et qu ’il existe un entier i e Z tel que o' soit isomorphe a av l a . 


Etant donnee une representation irreductible cuspidale o, on pose : 


(1.5) 


n n 


{[cx]} dans le cas fini, 

{[ax] | X caractere non ramifie de G^g^} sinon. 
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Dans le cas p-adique, deux representations irreductibles cuspidales a, o' telles que = £l a > sont 
dites inertiellement equivalentes. Par commodite, nous etendrons cette definition au cas fini. 

Theoreme 1.3 ([23, Theoreme 4.18], [24, Proposition 3.3]). — Soient a\,...,o r des repre¬ 
sentations cuspidales deux a deux non inertiellement equivalentes. Pour chaque i e {1,... ,r}, 
on fixe un support cuspidal s* forme de representations inertiellement equivalentes a Oi. 

(1) Pour chaque entieri, soit -Ki une representation irreductible de support cuspidal s,. Alors 
I’induite 7Ti x • • • x 7iy est irreductible. 

(2) Soit 7T une representation irreductible de support cuspidal Si + • • • + s r . Alors il existe des 
representations -jti, ... ,n r , uniques a isomorphisme pres, telles que 7r, soit de support cuspidal 
Si pour chaque i et telles que ir\ x • • • x 7r r soit isomorphe a n. 

On a aussi un variante supercuspidale de ce theoreme. 

Theoreme 1.4 ([22, Theoreme 8.19], [24, Proposition 1.8]). — On reprend les hypotheses du 
theoreme 1.3, en supposant en outre que cy ,... ,a r sont supercuspidales. 

(1) Pour chaque entier i, soit 7 c une representation irreductible de support supercuspidal Sj. 
Alors I’induite 7Ti x ■ ■ ■ x 7iy est irreductible. 

(2) Soit 7r une representation irreductible de support supercuspidal S\ + ■ ■ ■ +s r . II existe des 
representations 7Ti,... , 7iy, uniques a isomorphisme pres, telles que 7 r* soit de support supercus¬ 
pidal Si pour chaque i et telles que tt\ x ■ ■ ■ x 7iy soit isomorphe a n. 

1.3. L’algebre de Hecke 

Soient re ^ 1 et m e R x . On note 3C(n, u) la R-algebre engendree par les symboles Si,..., S n _i 
avec les relations : 

(1.6) (Sj + l)(Sj — u) = 0, i e {1,... ,n - 1}, 

(1.7) S,S ; SjS,. \i-j\>2, 

(1.8) SiSi+iSi = Si+iSiSi+i, ie {l,...,re-2}. 

II y a done une involution t de 3C(n, u) definie par : 

(1.9) Si -S n -i + u ~ 1 i e {1,... ,n — 1}. 

Puis on note 0~C(n, u) la R-algebre engendree par les symboles Si,..., S n _i et Xi,..., X n et leurs 
inverses avec les relations (1.6) a (1.8) auxquelles s’ajoutent les relations : 

(1.10) X,Xj = XjX t , i, j e {1 ,... ,n}, 

(1.11) XjSi = SiXj, 1}, 

(1.12) SjXjSj = uX i+ i, ie{l,...,n-l}. 

La premiere s’identihe a une sous-algebre de la seconde ; on note t l’involution de TC(n, u) definie 
par (1.9) et : 

(1.13) Xj - X n+ i_ i5 je{l,...,n}. 

Soit a une representation irreductible cuspidale de degre m ^ 1, et soit G = G m . Fixons un 
entier n ^ 1. 

Dans le cas p-adique, d’apres [23, Theoreme 3.11], il existe un sous-groupe ouvert compact J 
de G et une representation irreductible A de J tels que les representations irreductibles de G dont 
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la restriction a J admette A comrne sous-representation sont exactement les a\ pour \ decrivant 
les caracteres non ramifies de G. Un tel couple (J, A) est appele un type simple (maximal) pour 
a. On note : 

£ = ind<f (A) 

l’induite compacte de A a G. Dans le cas fini, on pose simplement £ = a. 

On note LC(a,n) l’algebre des endomorphismes de l’induite £ xn = £ x ■ ■ ■ x £, le produit de 
n copies de £. D’apres [23, Proposition 4.18] dans le cas p-adique et [18, §5] dans le cas fini, il 
y a un isomorphisme naturel : 


(1.14) 




LC(n, q a ) dans le cas p-adique, 
LC(n, Qa) dans le cas fini. 


Dans les deux cas, on a defini une representation £ de G et, pour tout entier n ^ 1, une algebre 
34 (<t, n), isomorphe a une algebre de Hecke de parametre (/ CT , et munie d’une involution t. 

Si m est un !K(a, n)-module a droite, on note x(m) le R-espace vectoriel m muni d’une structure 
de LC(a, n)-module a droite par : 

(x, h) >—> x * x (h) 

pour tous xemet he LC(a, n), ou * designe l’action de !K(a, n) sur le module m. 

Notons M ff la somme directe, portant sur n ^ 0, des groupes de Grothendieck des categories 
des 5t(fj, n)-modules a droite de dimension finie. 

Pour toute composition a = (ni,. .. ,n r ) de n, on note !K(a ,a) la sous-R-algebre de !K(a,n) 
engendree par les Sj tels que i £ {n\ + ri2 + • • • + rik \ l ^ k ^ r — 1} — auxquels on ajoute tous 
les Xj dans le cas p-adique. On note r Q le foncteur de restriction de fK(cr, n) a !K(a, a ) et i a son 
adjoint a droite. Ces deux foncteurs sont exacts. 

De fagon analogue au paragraphe 1.1, on munit Mo- d’une structure de Z-algebre commutative 
graduee : si, pour chaque i e { 1 ,..., r}, on a un fK(cr, nj)-nrodule a droite de dimension finie m,;, 
on pose : 


mi x • • • x m r = i a (mi ® ® m r ) 

= Homj(^ a )(J{((7, n), mi ® • • ■ ® m r ). 

La sous-algebre !K(a, a) n’est en general pas stable par t : son image est !K(a, a'), oil a' est la 
composition (n r ,... ,n i). Par consequent, on a un isomorphisme fonctoriel de !K(a, n)-modules 
entre x(mi x • • • x m r ) et x(m r ) x • • • x x(mi) qui, apres semi-simplification, donne l’egalite : 

x(mi x • • • x m r ) = x(mi) x • • • x x(m r ) 


dans Mo-, faisant de x une involution de Z-algebre de Mo-. 


1.4. Representations et modules 

On reprend les notations du paragraphe precedent. Soit $(o,n) la sous-categorie pleine de la 
categorie des representations de G mn dont les objets sont les sous-quotients de sommes arbitraires 
de copies de £ xn . Pour le resultat suivant, on renvoie a [23, §4.1] et [24, §3]. 

Theoreme 1.5. — (1) La representation £ xn est quasi-projective [35, 23]. 

(2) Le foncteur : 

(1.15) F : 7r i—> Hom G (£ xn , ir) 

est un foncteur exact de <f>{cr,n) dans la categorie des tK(a,n)-modules a droite. 
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(3) Ce foncteur induit une bijection entre les classes de representations irreductibles de G mn 
dont le support cuspidal appartient a N(0 CT ) et les “K(a, n)-modules a droite simples. 

On pose : 

Irr crn = { 7 re Irr | 7r est un sous-quotient de o\ x • • • x a n avec ..., a n e Q a }, 

Irr* n = {71 e Irr | 7r est un quotient de o\ x • • ■ x a n avec a\,... ,a n e Q a }. 

On note Irr^ la reunion des Irr^ pour n ^ 0, et on definit Irr* de fagon analogue. On note R a 
la sous-Z-algebre de 3? engendree par Irr CT , et on note da l’ideal de R a engendre par les 7r e Irr CT 
tels que 7r f Irr* (c’est-a-dire tels que cusp( 71 ) f N(fl CT )). 

Les foncteurs definis pour tout n ^ 0 par (1.15) induisent un morphisme surjectif de groupes : 

(1.16) F : R a -> M a 

(encore note F par abus de notation) de noyau da- 

Remarque 1.6. On verra plus loin (voir proposition 3.6) que F est un morphisme d’algebres. 
Apres avoir defini dans la section 2 une involution D sur on verra dans la section 4 que c’est 
merne — a un signe pres — un morphisme d’algebres a involution lorsqu’on rnunit M CT de T. 


2. Dualite 

Dans cette section, on introduit un automorphisme involutif d’algebre de 3?, note D et appele 
involution d’Aubert. II ne preserve pas l’irreductibilite (merne au signe pres) rnais on nrontre au 
theoreme 2.5 que, pour toute representation irreductible 7r, son image D(7t) est une combinaison 
lineaire de representations irreductibles dont une seule, notee it*, a le merne support cuspidal 
que 7T. 

2.1. L’involution D de 1L 

On definit un endomorphisme de groupe de R en associant a toute representation irreductible 
7 r e Irr la representation virtuelle dans 1L : 

D(7r) = ^(-l) r (“) • i a O r a ( tt) 
a 

ou a decrit l’ensemble des compositions de deg(7r) et ou r(a) est le nornbre de termes de a. 

Proposition 2.1. L’application D est un automorphisme involutif de Z-algebre de R. 

Demonstration. — La preuve donnee dans [17, §8] dans le cas fini pour les representations 
complexes est encore valable pour les representations nrodulaires. 

Dans le cas p-adique, voir [5, Theoreme 1.7] et [21, Proposition A.2], □ 

Definition 2.2. - Pour toute representation irreductible 7r e Irr, on note r(n) le nornbre de 
termes du support cuspidal de tt. 

Remarque 2.3. Dans le cas fini, cette dualite a ete introduite simultanement par Alvis et 
Curtis (voir [2, 13] et [17, §8]) pour les representations complexes de groupes plus generaux. Elle 
preserve l’irreductibilite a un signe pres, c’est-a-dire que, pour toute representation irreductible 
complexe n e Irr, on a : 


(_l) r M . D (tt) e Irr. 
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La dualite a ete etendue par Cabanes et Rickard [14] a des representations a coefficients dans 
un anneau commutatif quelconque dans lequel p est inversible. 

Dans le cas p-adique, D a ete introduite par Aubert [5] pour les representations complexes de 
groupes reductifs p-adiques (voir aussi [37, 32, 6 ] pour le cas du groupe GL m (D)). Elle preserve 
aussi l’irreductibilite a un signe pres. Voir [21, Appendice A] dans le cas modulaire banal. 

Dans le cas modulaire, D ne preserve plus l’irreductibilite, pas meme a un signe pres. 

Exemple 2.4 • On suppose que la caracteristique i de R divise q + 1. On note 1 le caractere 
trivial de F x (on a done e(a) = 2 quand a est le caractere 1). On note I 2 le caractere trivial de 
GL 2 (F) et V 2 le caractere g > |det(g)|F.R- Soit 7 r la representation de GL 2 (F) sur l’espace des 
fonctions localement constantes sur la droite projective sur F, a valeurs dans R. On a : 

[vr] = 1 2 + st 0 (l) + U 2 

dans Ik, et sto(l) est cuspidale [34] (voir aussi le theoreme 1.2). On a ainsi : 

D(l a ) = U2+St 0 (l), 

D(st 0 (l)) = -sto(l). 

Le but de cet article est de montrer le theoreme suivant. 

Theoreme 2.5. — Soit it e Irr. Alors il y a une unique representation irreductible 7 r* de meme 
support cuspidal que it telle que : 

D(vr) - (-l) r M -n* eJl 

ne contienne pas de terme irreductible de meme support cuspidal que n. 

Remarque 2.6. II est clair que tous les sous-quotients irreductibles de D( 7 r) ont meme sup¬ 
port supercuspidal que it. Le probleme est de montrer qu’un seul parmi eux a le meme support 
cuspidal que 7r. 

2.2. Premieres reductions du probleme 

Soit a une representation irreductible cuspidale. On rappelle que CR. a est la sous-algebre de Ik 
engendree par Irr^, et que da est l’ideal de lk CT engendre par les 7r e Irr^ telles que 7 r ^ Irr*. On 
note aussi J a l’ideal de !R a engendre par l’ensemble Irr CT prive du caractere trivial de Go- 

On renvoie au paragraphe 1.2 pour la definition de la notation st r (cr), r ^ 0. Par commodite, 
on pose aussi st_i(<r) = a. 

Lemme 2.7. - Soit n une representation irreductible telle que cusp(7r) e N(D (r ). Si r est un 
terme irreductible de D(7 t), alors : 

cusp(r) e N(D ct ) + N(D sto ( cr )) + N(D stl ( 0 .)) + N(D st2 ( 0 .)) + ... 

Demonstration. — II suffit de demontrer que le support cuspidal d’un sous-quotient irreductible 
d’une representation de la forme i a o r a { 7r), ou a est une composition de deg(7r), n’est compose 
que de representations dans : 

(2.1) Do u ^sto(cr) u ^sti(cr) u ^st 2 (cr) U ■ ■ ■ 

Soient a' £ S et u ^ — 1 tels que a = st u (cr'). Comme le support supercuspidal de 7r est forme 
de representations dans le support cuspidal de r est compose de representations dans : 

IV u D sto ( CT /) u D stl ( CT /) u H s t 2 ((T') u ... 
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Supposons qu’il y ait dans cusp(r) un terme inertiellement equivalent a stj(cr'), i ^ — 1, tel que 
deg(stj(cr / )) < deg(cr). Fixons une paire f3 = (/?i,/? 2 ) avec /?i = deg(stj(cr')) telle que rp{r) soit 
non nulle. Si l’on calcule la restriction parabolique rp(i a o r a ( 7 r)), on trouve, grace au Lemme 
Geometrique [22, 1.1.2] dans le cas p-adique et a la formule de Mackey [24, §1.2] dans le cas fini, 
une composition 7 = ( 71 ,... , 7 r ) plus fine que (3 telle que r 7 ( 7 r) soit non nulle. En particulier, 
on a : 

7 i < Pi < deg(a). 

Mais, par hypothese sur le support cuspidal de 7 r, la composition 7 doit etre formee de multiples 
de l’entier deg(cr), ce qui nous donne une contradiction. □ 

Le lemme 2.7 peut etre reformule ainsi : si 7 r G Irr CT et 7 r ^ Irr*, alors D( 7 r) g 3 a . 

Corollaire 2.8. — L’algebre 3l a et ses ideaux 3 a , da sont stables par I’automorphisme D. 

Demonstration. — D’apres le theoreme 1.3, toute representation irreductible 7 r g Irr CT se decom¬ 
pose sous la forme : 

7T = 7T_i X 7To X 7Ti X 712 X . . . 

ou, pour tout i 17 — 1 , la representation 77 est irreductible et de support cuspidal dans N(n st .( (T )). 
Si Ton applique le lemme 2.7 a stj(cr) et 77 pour un i ^ — 1 , on trouve que 0 ( 77 ) appartient a 
l’ideal 3 st .( a y Comme on a : 

(2.2) D(tt) = D(7t_i) x D(7 To) x D(7Ti) x 0 ( 712 ) x ... 

et comme la famille des 3 st .^, — 1, est decroissante, on en deduit que D( 7 r) appartient a 3 a . 

Comme 3l a est egal a R© 3 a , on en deduit aussi que 3l a est stable par D. 

Si maintenant 7 r e Irr ff n da, cela signifie que ir =3= 7 r_i. Posons : 

7 T+ = 7 T 0 X TTi x tt 2 X • • • e Irr sto((T ). 

On a done ir = 7r„i x 7 r + avec D(7 t_i) g 3 a et D(7r + ) g 7 s t 0 (o-)- Comme J s t 0 (o-) es t inclus dans da, 
on en deduit que D( 7 t) g da- EH 

Corollaire 2.9. - Soit n e Irr CT une representation irreductible qu’on ecrit : 

IT = 7T_l X 7To X 7Tl X 7T2 X . . . 

ou, pour tout i ^ — 1, la representation iti est irreductible et de support cuspidal dans N(n st .( CT )). 
Si le theoreme 2.5 est vrai pour chacun des 77 avec i ^ — 1, alors il est vrai pour n. 

Demonstration. — Tout terme irreductible t de (2.2) apparait comme sous-quotient d’un pro- 
duit t\ x ■ ■ ■ x T r ou Ti est un terme irreductible de 0 ( 77 ), pour chaque i. 

Supposons que -7 g d s ti(a) pour au moins un i. Comme d s ti(a) es t inclus dans da et que celui-ci 
est un ideal de 3i a , on en deduit que r g da- 

Inversement, supposons que r* ^ d s ti(a) pour tout i. Par hypothese, ceci ne se produit que si 
Tj = 7 r* pour tout i, e’est-a-dire si et seulement si r est egal a : 

7T* = 7T* X ■ ■ ■ X 7T*. 

Ceci prouve que le theoreme est vrai pour 7 r. □ 

Proposition 2.10. - Supposons que, pour toute representation irreductible supercuspidale a, 

le theoreme 2.5 soit vrai pour toute representation n e Irr dont le support supercuspidal est dans 
N(n CT ). Alors le theoreme 2.5 est vrai. 
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Demonstration. — Soit tt g Irr. D’apres le theoreme 1.4, il y a des representations irreductibles 
supercuspidales a\,... ,a r non inertiellement equivalentes deux a deux et des representations 
irreductibles tt \,..., n r telles que : 

7T = 7Ti X • ■ ■ X TT r 

et scusp(7Tj) G N(n ff .) pour tout i e {1,..., r}. On a : 

(2.3) D(7t) = D(7Tl) X • • • X D(7T r ) 

done tout terrne irreductible r de (2.3) apparait cornrne sous-quotient d’un produit T\ x • ■ • x r r 
ou Tj est un terme irreductible de D(7Tj). Comrne scusp(rj) = scusp(7q), le theoreme 1.4 implique 
que le produit t\ x • • • x r r est irreductible, done egal a r. Ainsi : 

cusp(r) = cusp(ri) + ■ ■ ■ + cusp(r r ), 

qui n’est egal a cusp(7r) que si cusp(rj) = cusp(7Tj) pour tout j e {l,...,r}. Par hypothese, ceci 
ne se produit que si t % = -k* pour tout i, e’est-a-dire si et seulement si r est egal a : 

7T* = 7T* X ■ ■ ■ X 7T*. 

Ceci prouve que le theoreme est vrai pour -k. □ 

Proposition 2.11. - Supposons que, pour toute representation supercuspidale a, le theoreme 

2.5 soit vrai pour toute representation it g Irr telle que cusp(7r) G N(H tT ). Alors le theoreme 2.5 
est vrai. 

Demonstration. — Par conjonction du corollaire 2.9 et de la proposition 2.10. □ 

Pour la definition de la notation F dans l’enonce suivant, on renvoie a (1.16). 

Proposition 2.12. — Soit a une representation cuspidate, et soit un entier n ^ 1. Le theoreme 
2.5 est vrai pour toute representation -it g Irr* n si et seulement si : 

(2.4) (-1)" • F(D(vr)) G 
est un “K(a, n)-module simple. 

Demonstration. — Rappelons que le theoreme 2.5 est vrai pour 7r si et seulement s’il existe une 
representation irreductible n* de rnerne support cuspidal que 7r telle que : 

D(vr) - (-1 ) f W • tt* G 

Comme 7r g Irr* n , on a r(n) = n. Comrne da est le noyau de F, cette condition s’ecrit : 

(-ir ■ F(D(tt)) = F(0. 

Comme F induit une bijection entre Irr* n et les modules a droite simples sur LC(a,n) (theoreme 
1.5), il s’ensuit que le theoreme 2.5 est vrai pour n si et seulement si (2.4) est un module a droite 
simple dont l’antecedent par F dans Irr* n a le rnerne support cuspidal que tt. 

Supposons simplement que (2.4) est un module a droite simple, et notons tt* l’unique element 
de Irr* n lui correspondant par F. Ecrivons cusp(-7r) = o\ + ■ ■ ■ + a n avec oi,..., a n G Ll a . Alors 
tt* est un sous-quotient irreductible de a\ x ■ ■ ■ x o n dont le support cuspidal est forme de terrnes 
inertiellement equivalents a a. On a done cusp(7r*) = <j\ + • • • + cr n = cusp(7r), ce qui met fin a 
la demonstration. □ 
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Remarque 2.13. - Dans le cas ou F est fini et a est le caractere trivial de F x , la proposition 
2.11 et le lien avec l’algebre de Hecke sont prouves par Ackermann et Schroll (voir [1], notamment 
le theoreme 4.1). 

2.3. Conclusion partielle 

Si l’on joint les propositions 2.11 et 2.12, on voit que, pour prouver le theoreme 2.5, il suffit de 
prouver que, pour toute representation supercuspidale a e S, tout n ^ 1 et toute representation 
irreductible 7r g Irr* n , la quantite : 

(-ir • f(d(tt)) 

dans est un "K(a, n)-module simple. 

3. Un calcul de coinvariants 

On fixe une representation irreductible cuspidale cr de degre m et un entier n ^ 1, et on pose 
Q = S XTl et J~C = 3C(a,n) (voir le paragraphe 1.3 pour les notations). 

On fixe une composition (m,..., n r ) de n, et on pose : 

M = GL mni (D) x • • • x GL mrv (D) c GL mn (D) = G. 

On note P le sous-groupe parabolique de G engendre par M et les matrices triangulaires supe- 
rieures, et on note N son radical unipotent. On pose Qm = X xni ® ■ ■ ■ (x) E xn ’’, et on note IKm 
son algebre d’endomorphismes. 

La representation Q s’identifie a l’induite parabolique de Qm a G le long de P. Par fonctoria- 
lite, on en deduit un morphisme (injectif) d’algebres : 

3 '■ H 

faisant de J~C un IKM-module a droite. 

3.1. Le cas fini 

Dans ce paragraphe, on suppose qu’on est dans le cas fini. Comme N est un p-groupe fini et que 
p est inversible dans R, les N-coinvariants Qn sont canoniquement isomorphes aux N-invariants 

Q N . 

Proposition 3.1. - On a un isomorphisms : 

Qm 

de representations de M et de 31-modules a droite. 

Demonstration. — On note i le plongement canonique de Qm dans Q, defini, pour tout / e Qm, 
par : 

f f(m) si q = mn avec m e M, n e N, 

’ ngtP, 

C’est un morphisme injectif de representations de M, tel que i o k = j{k) o i pour tout k e HCm- 
Son image est le sous-espace des fonctions de support inclus dans P ; elle est invariante par N. 
On note £ l’application : 

®k m Qm Q 
h®f ^ h(i(f)). 
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On note W le sous-groupe des matrices de permutation de GL n (F) (naturellement plonge dans 
G) et S Fensemble des matrices des transpositions i «-» i + 1. On note Wm le sous-groupe de W 
correspondant a M. 

Soit D l’ensemble des representants distingues de W/Wm dans W, c’est-a-dire que, pour tout 
d e T>, Funique element de longueur minimale dans Wm est d. Fixons pour tout element d e T> 
un element td £ 3d de support PdP. Alors J~C est un JfM-module a droite libre de base (td)deD- 
Le nrorphisme td°i est injectif, et il a pour image le sous-espace de Q N forme des fonctions de 
support inclus dans PdN. Ainsi £ est bijectif. 

Pour plus de details, on pourra consulter [26], paragraphes 4.2 et 4.3. □ 

Appliquant le foncteur d’induction parabolique de M a G le long de P, on obtient un isonror- 
phisme : 

(3.1) Indp(Q N ) ~ IK 0 jc m Q 

de representations de G. 

Corollaire 3.2. — (1) Pour toute representation g de M, on a un isomorphisme : 

Hom G (Q, Indp (£>)) ~ Homjf M (lK, Hom M (QM, £>)) 

de IK-modules a droite. 

(2) Le foncteur exact it h-> Indp(7r N ) preserve la sous-categorie <o{a,n) (voir le §1.3/. 

Demonstration. — On obtient (1) par adjonction, grace a la proposition 3.1. Pour obtenir (2), 
il suffit prouver que l’image de Q par ce foncteur est dans £{a,n), ce qui suit de (3.1). □ 

3.2. Le cas p-adique 

Dans ce paragraphe, on suppose qu’on est dans le cas p-adique. On fixe, comme au paragraphe 

1.3, un type simple maximal (J, A) contenu dans a. Ce type simple maximal admet une decompo¬ 
sition (non canonique) : 

A = k ® <r fil1 

ou k est une /3-extension au sens de [23, §2.4] et <7 fiu une representation irreductible de J triviale 
sur un sous-groupe ouvert distingue J 1 de J. Le quotient J/J 1 s’identifie (non canoniquement) a 
un groupe fini GL f(k) ou k est un corps fini de caracteristique p et f un entier, et cr fin s’identifie 
a une representation irreductible cuspidale de GL f(k). 

On note le groupe GL f n (k). L’induite parabolique u fin x • • • x (j fin est une representation 
de notee Q fin et son algebre d’endomorphismes est notee lK fin . Comme au debut de la section 
3, on a aussi une representation Qjj) 1 du sous-groupe de Levi = GL f ni (k) x • • • x GL f nr {k) 
et une sous-algebre de HC fin . D’apres le corollaire 3.2, on a un isomorphisme : 

Hom^(Q fin ,Ind^(^)) ~ Hom^fln(lK fin ,Hom M (QM iQ)) 

de lK fin -modules a droite, pour toute representation g de 
D’apres [23], sections 2 et 5, il existe : 

(1) un sous-groupe ouvert compact J de G et un sous-groupe ouvert distingue J 1 tels que le 
quotient J/J 1 s’identifie au groupe ; 
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(2) une representation irreductible k de J telle qu’on ait un isomorphisme de representations : 

(3.2) Q ~ indj (k 0 Q fin ) 

oil Q fin est vue, par inflation, comme une representation de J triviale sur J 1 . 

(Dans la section 5 de [23], ces groupes et cette representation sont notes J max , Jj, ax et re max .) 

L’isomorphisme (3.2) induit un morphisme fonctoriel d’algebres de lK fin dans IK. Si l’on definit 
le foncteur exact : 

K : 7r i—> Honiji (k, it) 

de la categorie des representations de G vers celle des representations de 1#, on a un isomorphisme 
de !K fin -modules a droite : 

(3.3) Homc(Q, 7r) ~ Hom^(Q fin , K(7 t)) 
pour toute representation lisse it de G. 

De fagon analogue, il y a un foncteur Km de la categorie des representations de M vers celle 
des representations de jjt possedant les proprietes suivantes : 

(1) on a un isomorphisme de IK])] 1 -modules a droite : 

(3.4) Hom M (QM, q) - Hom^(Q^f, K M (£>)) 

pour toute representation lisse g de M ; 

(2) si 2? est le sous-groupe parabolique standard de Sf correspondant au sous-groupe de Levi 
alors pour toute representation g de M on a ([31, Proposition 5.6]) un isomorphisme : 

(3.5) K(Indp (f?)) ^ Indf»(K m (q)) 
de representations de Sf. 

Proposition 3.3. — On a un isomorphisme : 

Qn — IK 0 Mm Qm 

de "di-modules a gauche et de representations de M. 

Demonstration. — Appliquons (3.3) a la representation Indp(^) ou g est une R-representation 
lisse de M. Compte tenu de (3.5), on a des isomorphismes de lK fin -modules a droite : 

Hom G (Q, Indp (g)) ~ Hom^(Q fin , K(Indp (£»))) ~ Hom<y(Q fin , Indfj(K M (£>)))■ 

D’apres le corollaire 3.2 et (3.4), on a des isomorphismes de fK fin -modules a droite : 

Hom^(Q fin ,Indf,(K M (£>))) ^ Hom^fM®”, Hoxn^Qijf , K M (p))) 

~ Hom :K fl n (lK fil1 , HoniM(QM, £?)) 

et ce dernier est isomorphe a HoniM(lK fin 0r K fi n Qm, q)- Ceci etant valable pour toute represen¬ 
tation lisse p de M, on en deduit un isomorphisme : 

(3.6) Qn — !K fin 0 M fin Qm 
de lK fin -modules a gauche et de representations de M. 
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Avec les notations du paragraphe 1.3, et compte tenu de Pisomorphisme (1.14), le -module 
a gauche 3Cm est libre de base (X“) Q , e z™ avec X" = X" 1 ... X“ n pour a = (aq,..., a n ) e Z n , et 
c’est aussi une base du 3P fin -module a droite !K. Ainsi Papplication naturelle : 

0^ UPm —> J~C 

(h,k) h * k 

(ou * designe la multiplication dans !K) est un isomorphisme de (lK fiu , lHA[)-bimodules. Comme 
Qm est un fHAi-module a gauche, on obtient, grace a (3.6), Pisomorphisme annonce. □ 

Comme dans le cas fini, on en deduit le corollaire suivant. 

Corollaire 3-4- - (1) Pour toute representation g de M, on a un isomorphisme : 

Hom G (Q, Indp (£>)) ~ Hom MM (lK, Hom M (QM, £>)) 

de TC-modules a droite. 

(2) Le foncteur exact it i—> Indp(7TN) preserve la sous-categorie £(cr,ri) (voir le §1.3j. 

Remarque 3.5. D’apres [23], la representation Q s’identihe a l’induite compacte d’un type 
semi-simple (ibid., §2.8-2.9). D’apres la propriety de paire couvrante de ces types semi-simples 
(ibid., §2.7), on a un isomorphisme de J^M-modules a droite : 

Hom G (Q,vr) ~ Hom M (QM,7r N ) 

pour toute representation n de G, ou 7 Tn designe la restriction parabolique (normalisee) de -k. 

3.3. Un corollaire 

On suppose a nouveau qu’on est, indistinctement, dans le cas fini ou p-adique. Des corollaires 
3.2 et 3.4 on deduit le resultat suivant. 

Corollaire 3.6. - Le morphisme de groupes F : lR a —> JA a defini en (1.16) est un morphisme 

d’algebres. 

Si Pon note A a la Z-algebre quotient de par le morphisme F induit un isomorphisme : 
(3.7) f : A a -» 

de Z-algebres. D’apres le corollaire 2.8, l’involution D induit une involution sur A a , notee d. On a 
defini une involution t sur au paragraphe 1.3. Nous etudions maintenant le comportement de 
f vis-a-vis de ces deux involutions. Plus precisement, nous avons deux isomorphismes d’algebres 
f o d et t o f de A a dans M CT , que nous allons comparer. 

3.4. Une formule pour F o D 

Lemme 3.7. - Soit a une composition de mn. 

(1) Si a n’est pas de la forme (mn\,..., mn r ) ou (m,..., n r ) est une composition de n, alors 
le foncteur i a o r a est nul sur la sous-categorie S(a,n). 

(2) Dans tons les cas, le foncteur i a o r a preserve la sous-categorie £(cr,n). 

Demonstration. — Si a est de la forme (mni,..., mn r ), c’est une consequence des corollaires 3.2 
et 3.4. Sinon, la restriction de i a °r a a £(cr,ri) est le foncteur nul, car le support cuspidal d’une 
representation irreductible dans S(a,n) n’est compose que de representations dans (2.1). □ 
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Rappelons que, pour toute composition 7 = (m, ... ,n r ) de n, on a defini des foncteurs r 7 et 
i 7 au paragraphe 1.3. Leur compose i 7 o r 7 definit done un endomorphisme de groupe de M CT . 
Ecrivons m ■ 7 = (mnj,... , mn r ), qui est une composition de mn. 

Lemme 3.8. - (1) Pour toute composition 7 de n et toute representation 7r g Irr< 7 ,n, on a : 

F (i m . 7 o r m . 7 (7r)) ~ i 7 o r 7 (F(7r)) 

dans la categorie des iK(cr, n) -modules a droite. 

(2) Pour toute representation 7 r e Irr CTjn; on a : 

F(DW)= 2 (- 1 ) rM ' i 7 » r 7 (FW) 

7 

dans M ff , ou 7 decrit les compositions de n. 

Demonstration. — La partie (2) est une consequence du lemme 3.7 et de la partie (1). 

D’apres le corollaire 3.4, on a un isomorphisme de !K-modules a droite : 

Hom G (Q , im-'y {&)) ~ i 7 (Hom M (QM, q)) 

pour toute representation g de M. D’apres la remarque 3.5, on a egalement un isomorphisme de 
UtM-modules a droite : 

(3.8) r 7 (Hom G (Q,7r)) ~ Hom M (QM,rm. 7 W) 

pour toute representation 7r de G. En composant les deux, on obtient l’identite voulue. □ 


4. Preuve du theoreme 2.5 

Les notations cr et m,n ont le meme sens qu’au debut de la section 3. 

4.1. Changement de groupe 

On permet maintenant de changer le corps F fixe dans l’introduction : fixons un corps F' de 
meme nature que F, e’est-a-dire fini de caracteristique p dans le cas fini, et localement compact 
non archimedien de caracteristique residuelle p dans le cas p-adique. On fixe une representation 
irreductible cuspidale a' d’un groupe GL m /(D'), ou D' est une F'-algebre a division centrale et 
m' ^ 1, telle que q a ' = q„ dans R. Comme en (1.16), on associe a o' un morphisme d’algebres : 

F ; : fRjj/ —> JA a '. 

Cette derniere est egale a Mo- (que Ton note done M) puisque q a t = q a . Le morphisme F' induit 
une bijection entre Irr*, et l’ensemble des objets simples de M. On note D ; l’involution sur 
D’apres [23] (voir aussi [22, §5.2]), il y a pour tout entier n ^ 0 une bijection : 

$ . |j.p* —> I rr *, 

^ n • ,n a' ,n 

compatible au support cuspidal. En prenant la reunion sur n, on obtient une bijection $ de Irr* 
dans Irr*,. Pour toute representation irreductible 7r g Irr*, on a l'identite F ; ($ (tt)) = F(vr). 

Proposition J^.l. Etant donnee n g Irr*, notons tt' son image par 4>. On a l’identite : 

F'(DV)) = F(D(7r)). 
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Demonstration. — D’apres le lemme 3.8, on a : 

F'(D'M) = ^(-irW.^or^FV)) 

7 

- 2(-ir ( ^i 7 or 7 (FM) 

7 

(ou 7 decrit les compositions de n) et cette derniere somme est egale a F(D( 7 t)). □ 

Corollaire 4-2. — Si le theoreme 2.5 est vrai pour toute representation n' e Irr*,, alors il est 
vrai pour toute representation n e Irr*. 

Demonstration. — Soit n e Irr* n pour un n ^ 1, et posons tv' = 4 >(- 7 r), qui appartient a Irr*, n . 
D’apres la proposition 4.1, on a : 

(-1)" ■ F'(D'K)) = (-ir • F(D(tt)). 

Par hypothese, le theoreme 2.5 est vrai pour it 1 , done le membre de gauche est un module simple 
dans M d’apres la proposition 2.12. Le membre droite l’est done aussi, et il s’ensuit (a nouveau 
grace a la proposition 2.12) que le theoreme 2.5 est vrai pour it. □ 

4.2. La theorie des segments 

On rappelle maintenant la notion de segment introduite dans [22]. Rappelons que nous avons 
defini au paragraphe 1.2, pour toute representation cuspidale o, un caractere v a (voir aussi [23, 
§4.5]). 

Definition 4-3. — Un segment est un couple [cr, n] forme d’une classe de representation irre- 
ductible cuspidale a e 6 et d’un entier n ^ 1 . 

Soit un segment [cr, n]. On note Z(o,n) le caractere de !K(o,n) defini par : 

Si 1 * Qai i e {1,... ,ra — 1}, Xj ^ q J ~ l , j e {1,... ,n}, 

et on note L(o,n) le caractere de 34 (< 7 , n) defini par : 

Si | - > — 1 , ie {l,...,n- 1 }, Xj ^ j e {l,...,n}. 

On remarque que ces deux caracteres sont echanges par l’involution r definie au paragraphe 1.3. 
On associe au segment [cr, n\ deux representations irreductibles de G mn . 

Definition 4-4 ([22, §7.2], [24, §3]). - Soit un segment [cr,n]. 

(1) On note Z (o,n) l’unique sous-representation irreductible de a x <jv a x ■ ■ ■ x cru ” -1 corres- 
pondant par (1.15) au caractere Z.(cr,n). 

(2) On note L(cr, n) l’unique quotient irreductible de a x ov a x • • • x correspondant par 

(1.15) au caractere L(o,n). 

Nous aurons besoin de la propriete suivante. 

Theoreme 4-5 ([22, Lemme 9.41], [24, Lemme 4.8]). — Supposons que o est supercuspidale, 
et notons D ff Vensemble des segments \o\ n] tels que o' e et n ^ 1. Les produits : 

(4.1) Z(oi, n\) x • ■ • x Z(o>, n r ), 

lorsque [ 07 , 711 ] + ■ ■ ■ + \o r ,n r \ decrit N(Do-), forment une base du Z-module libre tR a . 
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Pour comparer les morphismes d’algebres f od et Tof il suffit de les comparer sur une base de 
A a . D’apres le theoreme 4.5, il suffit de le faire pour les representations Z(a', n) avec [</, n] e D a 
et a supercuspidale. 

Remarque 4-6- ~ Grace au theoreme 4.5 (voir aussi la remarque A.6 de [21]), il y a un unique 
automorphisme de Z-algebre E de Jl a tel que : 

E(Z(cr / ,n)) = L(a',n) pour tout [o ', n] 6 D CT . 

Dans le cas banal, E est involutif et coincide a un signe pres avec l’involution d’Aubert (appen- 
dice de [21]). Dans le cas non banal, E n’est pas toujours involutif, comme le montre l’exemple 
suivant. Supposons que la caracteristique t de R divise q 2 + q + 1 et que a est le caractere trivial 
de F x , note 1. Alors on a : 

E(Z(1,3)) = L(l, 3), 

E(L(1,3)) = Z(l,3)+st 0 (l), 

E(st 0 (l)) = —2 ■ st 0 (l), 

ce qui montre que E n’est pas involutif, ne preserve pas l’irreductibilite a un signe pres et n’est 
pas egal a D. 


4.3. Une formule pour D(Z(a, n)) 

Dans ce paragraphe et le suivant, R est une cloture algebrique d’un corps fini de caracteris¬ 
tique £ A p. On fixe une cloture algebrique Q £ du corps des nombres Aadiques. On note : 

v t : £ ent ft 

le morphisme de reduction modulo £, ou ft designe le groupe abelien libre engendre par les classes 
de (^-representations irreductibles des G m , m ^ 0 et lR ent le sous-groupe de R engendre par les 
classes de representations irreductibles entieres (voir [22, §1.2]). 


Lemme 4-7- — Soit a une F i-representation irreductible cuspidale. Supposons qu’il existe une 
Q ^-representation irreductible cuspidale entiere a dont la reduction mod t est egale a a. Alors : 


D(Z(<r, n)) = (-l) n • r £ (L(u, n)) 


pour tout n ^ 1. 


Demonstration. — Notons D l’involution sur R. Comme commute a l’induction et a la restric¬ 
tion paraboliques (voir [22, §1.2]), on a Pegalite : 

Dor; = r{oD. 

D’apres [22, Theoreme 9.39] dans le cas p-adique et [24, Lemme 5.9] dans le cas fini, la reduction 
mod £ de Z(cr, n) est egale a Z(cr, n). En realite, les preuves de ces deux resultats comportent une 
omission, que nous allons corriger ici. Ces preuves montrent toutes les deux que la reduction mod 
£ de Z(cr,n) est irreductible (notons-la 7r) et que, pour toute composition a = ( mk,m(n — k )) 
avec m = deg(cr) et k e {1,..., n — 1}, on a r Q (7r) = Z(cr, k) (x) Z — k). Mais ceci ne suffit 
pas (lorsque q a est congru a 1 modulo £) pour en deduire que ir est egale a Z(cr, n). Expliquons, 
dans le cas fini, pourquoi on a cette egalite ; l’argument est similaire dans le cas p-adique. 
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Soit L un Z^-reseau de Z(a,n) stable par G, et soit un Z^-reseau de a stable par G m . La 
reduction de etant isomorphe a a et celle de L etant isomorphe a ir, on obtient un morphisme 
naturel : 

Hom G (L~”, L) ® F< - Hom G (a xn , vr) 

de F^-espaces vectoriels. C’est meme un morphisme de !K(a, n)-modules, si le membre de gauche 
est muni d’une structure de £K(a, n)-modules grace a l’isomorphisme naturel d’algebres : 

End G (L~ n ) (x) IR R(u,n). 

On voit ainsi que F(7r) contient la reduction mod £ du caractere Z(a,n) de ‘K(a,n), qui est egal 
a Z(a,n). On en deduit que ir contient (done est isomorphe a) Z(cr, n). 

Reprenons la preuve du lemme 4.7. D’apres ce qu’on sait en caracteristique nulle, D(Z(<r,n)) 
est egal a ( — l) n ■ L(cr, n). On en deduit le resultat voulu en appliquant . □ 

4.4. Le cas unipotent 

Dans ce paragraphe, on suppose que a est un caractere non ramifie de F x , note x- Pour tout 
n ^ 1, la representation Z(x,n) est done le F^-caractere non ramifie x 0 det de GL n (F). 

Lemme J^.8. Pour tout n ^ 1, on a F(D(Z(x, n))) = (— l) n • £(x, n). 

Demonstration. — Quitte a tordre par x, on peut supposer que x est le caractere trivial de F x , 
note 1. Soit V la (^-representation de Steinberg de G. D’apres le lemme 4.7, il suffit de montrer 
que F(r^(V)) est egal a £(1, n). Fixons un Z^-reseau L de V stable par G. On a une suite exacte 
de Z^G-modules : 

(4.2) 0—»pL—>L^L = L(x)F^^>-0 

ou p designe l’ideal maximal de Z^. Notons I le sous-groupe d’lwahori standard de G, et notons 
Ii son radical pro-unipotent, qui est un pro-p-sous-groupe distingue de I. Ainsi F est le foncteur 
des vecteurs I-invariants. En l’appliquant a (4.2), on trouve une suite exacte : 

0 — (pL) 1 — L 1 -► L 1 — H 1 (I, pL) 

ou H 1 (I, pL) designe le premier groupe de cohomologie continue de I a coefficients dans pL. On 
va montrer qu’il est nul. Comme R est un pro-p-sous-groupe distingue de I, la suite d’inflation- 
restriction induit un isomorphisme : 

H^RpL) ^H^I/RRpL) 11 ) 

de Z^-modules. Appliquant le foncteur exact des 1 1 -invariants a (4.2), on trouve que (pL) Jl est 
egal a pL Ij , qui est un Z^-reseau de V Ix . Mais V Xl est de dimension 1 sur et le groupe I agit 
trivialement dessus. Ainsi, on a : 

H^I/MpL) 11 ) =Hom(I/I 1 ,pL l1 ) 

qui est trivial car le quotient I/R est un groupe abelien fini et pL Ij un Z^-module libre. Finale- 
rnent, comme on a aussi (pL) 1 = pL 1 , on obtient un isomorphisme naturel : 

L 1 ® ~ L 1 

de F^-espaces vectoriels, et meme de R(l, n)-modules. Le membre de gauche etant la reduction 
mod t du CR-caractere £(1, n), ou 1 designe le Q^-caractere trivial de F x , le resultat s’ensuit. □ 
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4.5. Le cas general 

Le corps R est a nouveau quelconque, de caracteristique £ A p. Le theoreme suivant implique 
et precise le theoreme 2.5. 

Theoreme 4-9■ - Soit a une representation irreductible cuspidate de degre m ^ 1. Soit n 5= 1 

et soit 77 e Irr* n . II y a une unique representation irreductible it* de meme support cuspidal que 
77 telle que : 

D(t) — ( — l) 71 • 77* 

ne contienne pas de terme irreductible de meme support cuspidal que tt ; le module simple F(7t*) 
est egal a t(F(7t)). 

Demonstration. — Pour n 5= 1 et tout "K(o, n)-module simple m, posons t(m) = (— l) n ■ T(m). 
Prolongeant par linearite, on obtient un automorphisme involutif d’algebre sur M^, encore note 
t. Pour prouver que les isomorphismes d’algebres f o d et t o f sont egaux, il suffit de prouver 
qu’ils coincident sur un systeme generateur de A a . 

Supposons d’abord que o est le F^-caractere trivial de F x . D’apres le lemme 4.8, le theoreme 
4.5 et le fait que f o d et t o f sont des morphismes d’algebres, on a : 

f o d(7r) = t o f (7r) 

pour tout n ^ 1 et tout tt e Irr* n . Par extension des scalaires de F^ a R, on a le meme resultat 
quand a est le R-caractere trivial de F x . Par consequent, le theoreme 4.9 est vrai lorsque a est 
le R-caractere trivial de F x , et la representation Z(l,n)* est egale a L(l,n) pour tout n ^ 1. 

Passons maintenant au cas general. Fixons une extension finie F' de F dont le cardinal (celui 
du corps residuel dans le cas p-adique) est egal a q c et notons o' le caractere trivial de F /x . On a 
done q a > = q a , e’est-a-dire qu’on est dans les conditions du paragraphe 4.1. D’apres le corollaire 
4.2 et ce qui precede, la premiere partie du theoreme 4.9 est done vraie. Soit maintenant tt dans 
Irr* n et notons tt' son image par $ (paragraphe 4.1). D’apres la proposition 4.1, on a : 

F(vr*) = (-1)" • F(D(vr)) = (-1)" ■ F'(D'(tt')) = F'(0- 

Ce dernier est egal a T(F'(7r')) d’apres le theoreme 4.9 applique a o' , et le resultat suit du fait 
que F , (7 t / ) est egal a F(7r). □ 

Proposition 4-10. - Soit o une representation irreductible cuspidale, et soit n ^ 1. 

(1) On a Z(o,n)* = L(o,n). 

(2) Supposons que R soit egal a F^ et qu’il y ait une Q^-representation irreductible cuspidale 
entiere o dont la reduction mod £ soit egale a o. Alors r^(L (o,n)) — L(<r, n) appartient a da, 
e’est-a-dire qu’il ne contient aucun terme irreductible de support cuspidal o + ov a + • • • +crz/) -1 . 

Demonstration. — Le SC(o, n)-module T (Z(o,n)) etant egal a L(o,n) et cornpte tenu de la defi¬ 
nition de Z (o,n) et L(cr, n), le theoreme 4.9 implique que Z (o,n)* est egal a L (o,n). La seconde 
partie de la proposition suit de la conjonction du lemme 4.7 et du theoreme 4.9. □ 

Remarque 4-11. D’apres [24, Remarque 2.10], toute F^-representation irreductible cuspi¬ 
dale se releve a dans le cas fini, e’est-a-dire que la condition de la proposition 4.10 est toujours 
remplie dans ce cas. Dans le cas p-adique en revanche, il y a des F^-representations irreductibles 
cuspidales qui ne se relevent pas a (voir [23, Exemple 3.31]). Cependant : 

(1) toute F-representation irreductible supercuspidale se releve ([22, Theoreme 6.11]) ; 

(2) toute F/-'-representation irreductible cuspidale se releve quand D = F ([23, Section 3]). 
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Dans un article ulterieur [30], on donnera une condition necessaire et suffisante de relevement 
en termes d’invariants numeriques attaches a a. 

La proposition suivante est un cas particulier - le cas des algebres de Hecke affines de type A 
- d’une formule de Kato [19, Theorem 2]. 

Proposition 4-12. — Soit a une representation irreductible cuspidate et soit n ^ 1. Pour tout 
!K(<7, n) -module m de longueur finie, on a I’egalite : 

J](-l) n “ r ( 7 ) • Ly o r 7 (m) = x(m) 

7 

dans le groupe de Grothendieck era 7 decrit les compositions de n. 

Demonstration. — C’est une consequence du lemme 3.8 et du theoreme 4.9. □ 

Remarque 4-13. — On reprend les notations de la section 3. Le foncteur To F s’identifie a : 

vr Hom G (Q T , vr) 

ou Q T est egal a Q en tant que representation de G, et au IK-module a gauche Q tordu par x en 
tant que Ht-module a gauche. Peut-on determiner explicitement la structure du bimodule Q T ? 

4.6. Complement 

Nous profitons de l’appareil technique mis en place dans cet article pour repondre a une ques¬ 
tion de B. Leclerc concernant les nrultiplicites des representations irreductibles dans les repre¬ 
sentations standard du theoreme 4.5. 

Supposons dans ce paragraphe qu’on est dans le cas p-adique. Un segment formel est une pai- 
re [a, b] forrnee de deux entiers a,b e Z tels que a =5 b. L’entier b — a + 1 est appele la longueur 
de ce segment formel. Si [a, b ] est un segment formel et si a est une representation irreductible 
cuspidale, on pose : 

[a, b] 0 cr = [av%, b - a + 1 ] 

qui est un segment au sens de la definition 4.3. Notant D l’ensemble des segments formels, on 
obtient par linearite une application (u-» p[x ]<7 de N(D) dans N(D CT ). Etant donne : 

(4.3) (x = [ai, 61 ] + • • • + [ a r , 6 r ] £ N(D), 

le mutisegment |X0<7 est dit aperiodique si R est de caracteristique 0 ou si, pour tout n ^ 1, il 
y a un k e Z tel que le segment [au^,n] n’apparait pas dans (lx[ x]cr (voir [22, Definition 9.7]). 

Nous avons construit dans [22] une application surjective Z de N(2? cr ) dans Inv, qui est bijec- 
tive quand a est supercuspidale et qui coincide avec la classification de Zelevinski quand R est 
le corps des nombres complexes. Pour |x, v e N(D), notons m(|x, v, a) la multiplicite de Z(y\x}o) 
dans la representation standard : 

(4.4) Z([ai, bi] 0 a) x • • ■ x Z([a r , b r \ 0 a) 

ou l’on ecrit p. conime en (4.3). D’apres [22, Theoreme 9.36], on a Z(v 0 c) £ Irr* si et seulement 
si v [x] a est aperiodique. 

Soient p cornrne en (4.3) et v = [ci, d{\ + • • • + [c s , d s ] e N(D), dont les segments formels sont 
supposes etre ranges par longueur decroissante. On ecrit p =S! v lorsque : 

'^ i (b i -a i + 1 ) < (di - Ci + 1 ) 

i^k i^k 
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pour tout k>l. Ceci definit une relation d’ordre sur l’ensemble N(D). 

Proposition 4-14■ ~ On a m(p, p, o) = 1 et, si m(p, v,cr) / 0 alors p^ v. 

Demonstration. — C’est une consequence de [22, Proposition 9.19]. □ 

Comme au paragraphe 4.1, on fixe un corps F' localement compact non archimedien de carac- 
teristique residuelle p. une F'-algebre a division centrale D' et un entier m' ^ 1. 

Proposition 4-15. - Soient a et o' des representations irreductibles cuspidales de GL m (D) et 

GL m /(D') respectivement, telles que q a < = q a dans R. Alors : 

m(|x,v,cr') = m(p, v, a) 

pour tons p, v e N(D) tels que - ou de fagon equivalente y[x](i' - soit aperiodique. 

Demonstration. — On verifie d’abord, grace a [23, Lemme 4.45] et a Pegalite q a / = q a dans R, 
que y§( 7 est aperiodique si et seulement si best. Soit v e N(D), et supposons que v0cr 

est aperiodique. Alors : 

K = F(Z(v0 ff )) 

est un module simple. On pose : 

Mu = F(Z([ai, &i] §it) x x Z([a r , b r ] [x] a)) = Z(cr, n±) x • ■ ■ x Z(o, n r ) 
avec ni = bi — ai + l pour i e {1,..., r}, qui ne depend que de p (et de q a ). On a done : 

(4.5) m(p,v,cr) = [M^ : L*] 

ou le membre de droite designe la multiplicite de dans M . 

Lemme 4-16. - Le module est l’unique module simple verifiant les conditions suivantes : 

(1) II apparait avec multiplicite 1 dans M v . 

(2) S’il apparait dans M^, alors p v. 

Demonstration. — Appliquant F, la proposition 4.14 implique que apparait avec multiplicite 

1 dans M v . Ensuite, supposons que apparait dans M^. avec multiplicite k > 1. Alors Z(v(x]<7) 
apparait dans (4.4) avec multiplicite k, e’est-a-dire que m(p, v,o) = k. De la proposition 4.14, 
on deduit que p ^ v. 

Soit maintenant L un module simple verifiant les conditions en question. D’apres le theoreme 
1.5, il existe une representation irreductible n e Irr* telle que F(7 t) soit egal a L. Ensuite, d’apres 
[22, Theoreme 9.36], il existe un A 6 N(D) tel que Z(A§a) soit egal a ^ r. Par consequent, on a 
L = L^. Les conditions 1 et 2 impliquent que v sSl A. Comme L apparait dans M^, la condition 

2 implique que A ^ v. Par consequent, on a A = v et le resultat s’ensuit. □ 

Il s’ensuit que est egal a L^ (qu’on note L v ), ce qui met fin a la preuve de la proposition. □ 

Remarque 4-17. - La proposition 4.15 reste sans doute vraie sans l’hypothese d’aperiodicite, 

mais ceci necessite d’autres methodes car F(Z(v0u)) est nul quand v0cr n’est pas aperiodique. 

Remarque 4-18. — Compte tenu de [15] et de [4], on en deduit que les multiplicites (4.5) ne 
dependent que de p, v et de l’entier e(cr) defini par (1.4). En particulier, dans le cas complexe, 
les multiplicites ne dependent que de p et v. 
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